Moto in due etre dimensioni

Vettore posizioner eil vettore che
congiunge I’ origine del sistemadi
riferimento scelto, con il punto in cui
s troval’ oggetto il cui moto vogliamo
studiare.

(2 m)yj
(=3 m)i
/10

F=xi +Vj+2zk

g 3+ ek

r e funzione del tempo, r (t), e, in genere, varia ad ogni istante, quindi
al’istante t; avremo r, e dl’istante t, avremo r,; o spostamento
dell’ oggetto sara allora

Dr=r,-r b DF:(x2T+y2T+22E)- ()<1T+y1T+21R)
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DF:(Xz' ><1)T+(y2- yl)T+(ZZ_ 21)|2+

Per quanto riguarda la velocita avremo

_ Dr . . .
VEor Velocita vettoriale media
v =Ilim Or _ar TP : :
ThEO Y gt Velocita vettoriale istantanea

Lavelocita vettoriale istantanea € un vettore parallelo al vettore
gpostamento infinitesimo dr, cioé ha sempre ladirezione della
tangente alla traiettoria

."

Tangente —
\

4

Traiettoria -/ Traiettoria -/
=

Tangente —

0 - .
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Considerando ora le componenti in un sistema cartesiano ortogonale,

S ha L . _ .
v=9 (o yi e k)= 7 Vg 825
dt dt dt’ dt

& \Y; =$,si ottiene
dt

prendendov, =%,v =—,V,
dt 7 dt

V=vi+v,j+v,k

Infine per I’ accelerazione avremo

_ DV_V,-V _ . .
A= s Accelerazione vettoriale media
2 1
a=limPY - v Accelerazione vettoriale istantanea
Dt®0Dt dt

Vanotato che per avere un’ accelerazione e sufficiente avere una
variazione del vettore velocita® unavariazione della direzione del
vettore velocita da origine ad un accel erazione (moto circolare uniforme)
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|l vettor e accelerazione e parallelo alla variazione istantanea di
velocita ed é diretta sempre verso la concavita della curva, non e,
in generae, né tangente, né " alla traiettoria.

) T—
N
/ (,‘ I
4 a I
I
| f
4] /

Traiettoria -/

19} X

Utilizzando le componenti cartesiane, s ha

- o . adv, -
ézi(vxi +V, ] +vzk):dVXi + Y +dek
dt dt dt dt

dv. dv dv. . ..
rendendoa, =—> ,a, =—2Y,a =—2,siottiene
P % dt % d * dt

— — —

a=aJ +a,j+ak

X
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Equazioni del moto

Analogamente a quanto fatto per il moto in una dimensione s ricava (per
accelerazione costante):

é-(t - t0)2 (1)
v(t)= v, +alt- t,) (2)
Moto del proiettili

I7(t) = ro "'\70(t - t0)+

Particella che s muove in due S =
dimensioni, in caduta libera con o “N
velocitainiziale v, e accelerazione " Z
di gravita g costante diretta verso o : N

il basso. g
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Vo, = Vo €O, Vg =V, SNC,

|l vettore spostamento r eil vettore spostamento v variano istante
per istante, mentre il vettore acceler azione g € costante. Il moto in
direzione orizzontale non & soggetto ad accelerazioni. Possiamo
scomporreil moto in due moti indipendenti:

direzione x ® moto uniforme

direzioney ® moto uniformemente accelerato

M oto orizzontale

a = 0® v, restacostante nel tempo (3)
X = Xy + Vo (t-t5) = X5 + (Vocosg,)(t o)
Moto verticale
a=-g
Vy = Vo, - g(t-ty) = vgsingg - o(t-to) (4)

Y=Yt VOy(‘_:'tO) —1/2g(t-t,)?
Y = Yo + (VosSingp)(t-to) —1/2g(t-ty)?
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Equazione della traiettoria

Eliminiamo t dalle (3) e (4) e ricaviamo y(x), ovvero latraiettoria (per

semplicita poniamo t, = 0)
X- % 3 gx

Y0 =(t N
v, cosq, Y= (tga)x 2(v, cosq,

La traiettoria risulta una par abola come gia osservato. Vediamo ora
la gittata, ovvero il punto di impatto con il suolo.

2

t=

X- X =RP R:(vocosqo)t
) 1
y- y,=0b Oz(vosmqo)t-zgt2

2
R:ﬂsinqocosqo,sinZQ0 =2sinq,cosq,
g

Vil
R=2
g S|n(2q0)

R eémassma per q, = 45°
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Accelerazione centripeta e tangenziale

Consideriamo un oggetto puntiforme
in moto lungo unatraiettoria curvilinea
qualunque

tangente T

. traiettoria
a puo essere scomposto secondo le

componenti tangente e normale

alla traiettoria normale

d=a; +a,

Cerchiamo ora di trovare delle espressioni per a; e a, in cui compaiano
gli atri parametri del moto (ad es. velocita e raggio di curvatura).
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L’ accelerazione e definita come la derivata della vel ocita istartanea
vettoriae fatta rispetto a tempo.
v _ d(vi) _ dv

a= = u, +

dt dt dt

da,
Mre (5)

Seil moto erettilineo, il versore u;, che individua la retta tangente
allatraiettoriain ogni istante, € costante in modulo direzione e ver so,
seinvece il moto e curvilineo il versore u; non e piu costantein
direzione e pertanto la sua derivata rispetto al tempo e diversa daO.
Dobbiamo pertanto trovare un’ espressione per la derivata del versore uy,
e, pit in generale per la derivata di un generico versore u.
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Derivata di un versore
Direzione di du;
du, = u - U; epardleload,

d
Ur - Uy =1le—I(U+ - Gy )=0Db
U e (- or)
d,. . _ d_. . _ d._

P E(UT'UT):EUT'UTWT e =0pP
i_’._):_’.i_':p_'/\g[j

Modulo di dus S

dd, |
u’ df :| 1 omald =1
T dUT |UT| | T| :> dle :df l—jn
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Laderivatadi un versore e un vettore di modulo (df /dt) e di direzione
AN aquella del versore stesso; laderivata di un versore non € un versore
Quando deriviamo un vettore dobbiamo sempre controllare se il versore
che ne individua la direzione € costante nel tempo oppure varia.

Torniamo ora all’ accelerazione del moto curvilineo

Q:Q:M:ﬂlm+vd_ur (6)
dt dt dt dt
o _df ds_ o _ds
d dsdt ds' dt
ds:rdfbi—i

ds r
a _v
da r
Infine
dd vV _
—T-_
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Quindi la (6) diventa

SV Ve .
t ' or "
parte tangenziale parte normale
accelerazione tangenziale accelerazione normale
a T /v" a n
_av 3 V2
Ta "\ P l =

Seil moto e curvilineo con velocita costante in modulo® a; =0
Seil moto erettilineo la direzione di v (u;) non cambia® a, =0
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Moto circolare
Consideriamo un oggetto puntiforme che si muove lungo unatraiettoria
circolare, cioé ruota attorno ad un asse fisso passante per il centro della
circonferenza (asse di r otazione). Possiamo descrivere il moto del nostro
oggetto facendo ricorso alle variabili angolari (q € l’angolo a centro
dellacirconferenzaed s e I'arco di circonferenza).

A

7 veradRer
R=rsinb

S=Rqg

g vamisurato in radianti
O y g quantita adimensionale

A 4

X
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1 angolo giro = 360° = 2pR/R = 2p rad

1 rad = 57.3° = 0.159 angoli giro
Spostamento angolare

Dg =q,-q;,

Velocita angolare

W = 02- 0, — Dq
t,-t, Dt Velocita angolare media
w=lim 2 -0 Velocita angolar e istantanea
Dt® 0 Dt dt

Lavelocitaangolare si misurain rad/s o s
Moto in senso antiorario ® w positiva
Moto in senso orario® w negativa
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Accelerazione angolare

o= Wa Wy Dw

= = Accelerazione angolare media

t,-t, Dt
a= limPW _ dw Accelerazione angolar e istantanea
De®o Dt dt

L’ accelerazione angolare si misurain rad/s? o s2

L e grandezze angolari quali velocita ed acceler azione risultano essere
grandezze vettoriali, mentre lo spostamento angolar e € una grandezza
scalare.

Asse Asse Asse

Yw TJ Jh..'

(a) (b) (c)
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In analogia a quanto ricavato per il moto rettilineo uniformemerte
accelerato, nel caso di moto circolare con accel erazione angolare
costante si ricavano le seguenti equazioni del moto angolare
uniformemente accelerato

w=w,+alt- t,)

1
d =4d, +Wo(t' 1:0)4'53' (t' 1:0)2
W2 =W§ +2a(q - qo)

Relazione tra variabili lineari e variabili angolari

s=Rq
yoOs_ d(Rq) _rda_ o
dt dt dt

R=rd9nb ,v=wrsnb
V=W 1
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Sew e costante in modulo ® il moto e periodico

_ PR 1 w

= u____

V T 2p

T éil periodo del moto e n la suafrequenza
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Vediamo oral’ accelerazione angolare

_dv oy _2
Cdt
_av d(wR) RdW V2 ,
Tt dt dt a =—=wWR
a, =Ra R
Sea=0® a;=0,maa,! 0ew ecostante
v _dWw F)_ . df .,
a=—= =W — =W
dt dt dt
a=w" (W r)
In generale v _d@ F)_dw., . . df
a=—= = r+w —
dt dt dt t
a=a’ ' r+w’ v=a +a,
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