Dinamica del corpo rigido

Un cor po rigido e un oggetto in cui la distanza tra una coppia qualunque
di suoi punti non varia. Quindi tutti i punti di un corpo rigidos muovono
lungo traiettorie parallele.

‘|_'1 I w Consideriamo un corpo rigido qualunque
<5 ed esminiamone il moto di rotazione
‘ attorno all’ asse fisso z
Consideriamo innanzitutto un elemento
Ay infinitesimo di massa dm; del corpo e

Am 9o determiniamo il suo momento angolare

'-.,v rispetto all’ asse di rotazione z. Abbiamo
\e V, =T We,|=wrsinJ,
\ B 3
1 —_— = = — 2 -
/“/ =10 P, ew =dmr,"snJ;,w
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Volendo oravalutare il momento angolar e totale, dovremmo sommare
su tutti gli elementi dm; che compongono il corpo; ognuno di avraun
|, con componente costante lungo I’ asse di rotazione ze componenti
variabili sul piano (xy) ortogonale all’ asse z. Di conseguenza possiamo
dire che solo lacomponente di L parallela all’asse di rotazione z resta
costante nel moto e slamo pertanto autorizzati a considerare solo le
quantita scalart |, ¢, =dmwr2sind; cose - J, 2= dmwr2sin?J,

‘ e2 g

Sommando su tutti gli elementi mi del corpo

otteniamo

L,=a (dmnzsiani )’V =a (dm Rz)"’

4
|
I
|
|
o~

0 ¥ Vediamo che L, dipende dallavelocita angolare
del corpo edaun termine, caratteristico del
cor po stesso, che tiene conto della distribuzione
della sua massa rispetto all’asse di rotazione.
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Questo termine prende il nome di momento d’inerzia del corpo rispetto
all’asse di rotazione z, € una quantitascalare e s indicacon |,.

I,=a dmR* P I, = §R?dm per un corpocontinuo

Ritornando ora a momento angolare, troviamo che

L =1w
Larelazione generale trovata € unar elazione scalar e. Essa ha anche
validita vettoriale selarotazione del corpo rigido avviene attorno ad
uno degli assi principali d’inerzia del corpo, ovvero seil vettoreL e
parallello all’ asse di rotazione.
Si puo dimostrare che ogni cor po rigido possiede almeno tre assi
principali d’inerzia, quindi haameno tre possibilita di ruotare
mantenendo L parallelo ad w. In questi cas S ottiene

—

L=I1w
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SelL non eparallelo ad w, solo L, si conserva nel tempo mentre la
componente di L nel piano (xy) varia. Abbiamo visto che ogni
variazione di L e dovuta alla presenza di un momento di forza eterna
diverso da O, quindi in questo caso avremo unt nel piano (xy).

A questo punto riesaminiamo il principio di conservazione del momento
angolare ricordando che |’ equazione fondamentale per |a descrizione

del moto rotatorio di un corpo rigido in termini di momento angdare €

conL et calcolati rispetto allo stesso polo.
Possiamo distinguere tre diversi casi
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1. Corporigido cheruota attorno ad un asse principale d’'inerzia
con un punto fisso in un sistema inerziale

. dl_d(w)
L=Iwe—= =t
d dt
Se |’ asse e fisso rispetto al corpo rigido
aw -

Alloras ha
T =0P Iw =costante P |,W sono entrambe costanti

Un corpo rigido cheruota attorno ad un asse principale d’inerzia

con un punto fisso in un sistema inerziale, st muove conw costante
guando i momenti delle for ze ester ne sono nulli.
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2. Corporigido cheruota attorno ad un asse che non € principale
d’inerzia con un punto fisso in un sistema inerziale

i, e =t ,non épiu vettoriale
dt dt

dL. .

dt

La seconda equazione corrisponde alla forza centripeta, infatti t .
determina il moto del corpo
3. Corporigido cheruota attorno ad un asse che non e principale
d’inerzia e non c’e un punto fisso in un sistema inerziale per
|’ asse di rotazione
L « s -
— ={,; nonepiuapplicabile

dt
Bisogna allorarisolvere il problemanel sistema del CM
dac _ ..
E‘ ext
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Momento d’inerzia

Abbiamo visto che il momento d’'inerzia di un corpo rigido dipende
dall’ asse a cui il momento é riferito. Vediamo se € possibile cdlegare
un momento d'inerzia qualunque ad un momento d'inerzia facilmente

ricavabile _ _
) Dobbiamo calcolare | rispetto ad un asse

Z, din Z, passante per P e” a piano del foglio.
e & vsrssili Consideriamo anche un secondo asse 7,
sy / ¥=¥ passante per il CM del corpo (O) e|| al
primo asse.

h x- |, = ¢y %dm= d(x- a)* +(y- b)z}jm:
b
““:;‘ r S EE—— dxz + yZ}im- 2a(ykdm- 2bcyydmr+ daz + bz)dm:
St i

il centro di massa
Z5 Nell’ ultimo passaggio s ericors alla
proprieta del centro di massaamx’, =0
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Infine

. =1, + MR

Il risultato ora ottenuto, noto come Teorema di Steiner o degli ass
paralleli, ci dice cheil momento d’inerziadi un corpo rispetto ad un asse
gualunque é sempre uguale alla somma del momento d'inerzia del corpo
stesso, calcolato rispetto ad un asse parallelo a quello dato e passante

per il CM (1), edi untermine in cui compare la massa del corpo e la
distanzafrai due assi al quadrato (MF).

Come conseguenza si hachel 5 e sempre minore di un qualunque
altro momento d’inerzia calcolato rispetto ad un asse paralleloa z,.
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Energia cinetica di rotazione

Consideriamo un cor po che ruota attorno ad un asse z con velocita
angolarew e non trasla

Ec=8 5mvi =8 S mRW? =8 (MR P Ec =12
i i [
Larelazione trovata ci dal’ energia cinetica di rotazione del corpo
rigido; e unarelazione sempr e valida, anche quando larotazione
avviene attorno ad un asse che non € principale d’'inerzia, in quanto
v; =WR, vale sempre.

Se larotazione avviene attorno ad un asse principale d’iner zia,
otteniamo
L2
EK = —
2l

Fisica Generdell A.A. 2004/05 9



Consideriamo ora un cor po rigido che ruota e trasla e utilizziamo il
teorema di KOnig per I'energia cinetica

E. = Ex +%Mv§M

Ex = EI w? energia cinetica di rotazionerispettoad CM
1

> MVZy, energiacinetica di traslazionedd CM rispetto d |ab.

Otteniamo cosi

501
= :1|w2+§|\/|v§M

Consideriamo oral’ energia potenziale e I’ ener gia meccanica del corpo
rigido. La prima osservazione che facciamo e che |’ energia poterziale
interna del corpo (Ep‘”t) dipende dalle distanze relativetrale parti del
corpo rigido, distanze che, per definizione, rimangono costanti, quindi
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E, = costante per un corpo rigido

Di conseguenza, la conservazione dell’ ener gia meccanica per un corpo
rigido dipende dallavariazione dell’ energia cinetica totale (di
rotazione e di traslazione) del corpo e dallavariazione dell’energia
potenziale esterna del corpo stesso.

_ael
2

Seleforze esterne sono conser vative, abbiamo

Iw?+1MvéM 9. (i;aélwi2+1MvéM_9
2 g e2 2 !

Lext = EKf - EKi
7]

— —ext ext _
Lo =Ep- Epr =Ey, - Eg,

E =% lw? +%Mv§M +E,__ =costante
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L avoro e potenza
Dalle considerazioni fatte consegue che

dL = dE, :|dew:|2i'j—‘:dw:

E quindi

Per |la potenza istantanea abbiamo
dL dJ

—=t, =t w

dt dt ¢

Relazione analoga alla (dL/dt) = Fv.
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Il moto di puro rotolamento

Il moto di puro rotolamento € un moto in cui il punto di contatto tra
la superficie ed il corpo cherotola (asezione circolare) e fermo istante
per istante: v = 0. Ricordiamo che, grazie ai teoremi di Konig,
possiamo separare il moto rototraslatorio in rotazione del corpo
rispetto al suo CM, etraslazione del CM rispetto al laboratorio.

ia) Rotazione pura + (b} Traslazione pura = () Moto di rotolamento
v=wR V=1, V=WR +vgy
o - ramn -’d_.;-'— - oam - » s t
1 1T, —aatimes
/ '\b{x # \ / \
|II 4 III f Uedm \ |'I o ul. i !
. 0 , )l | W J
\ \ / \ j
\ : / s / g .\\‘\ + / :
NP Nl S P
=1 Im \
v=-wR
V=WR-v,,=0
Vp=-WR Ve =Vem Vp=Vew —WRYy vy =0P
Vo = Vo = Vewm Vo = Vewm b v.. =wR
Vi =wWR Vi =Vey Vi =V TWR CM
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Abbiamo cosi trovato una relazione tra la velocita del centro di massa
del corpo rigido e la sua velocita di rotazione attorno al centro di massa
(velocita di rotazione). Sfruttiamo quanto appena trovato per ricavare
I”ener gia cinetica del corpo rigido che ss muove di moto di puro
rotolamento su di una superficie orizzontale. Dal primo teoremadi
Konig abbiamo 1,
E = Ex +E Mvg,,

Nel caso considerato, il moto di ogni punto del corpo rigido rispetto a
centro di massa e un moto cir colare con velocita angolarew, quindi

: 1 .
E, :§|w2

Con |’ momento d’inerziarispetto ad un asse passante per il CM.
Otteniamo cosi
1 1

E. == 1wW?+=Mv2
K 2 2 CM
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L a relazione appena trovata ha validita gener ale, ovvero puo essere
applicata ad ogni corpo rigido che ruota e trasla, senza che il moto sia
di puro rotolamento. Nel caso particolare di puro rotolamento si ha

1., 1. ., 1lel 0,
E,.=—Iw +—Mvyy, =—C—+M =V
K 2 2 CM 2 Rz BCM

Pertanto, nota la geometria dell’ oggetto e la sua v, ne conosciamo
|”ener gia cinetica totale, mentre nel caso di una genericarototrasliazione
abbiamo bisogno di conoscere anche la velocita angolare.

S puo inoltre osservare che, dallarelazione trav,, ew, per derivazione,
S ricava

acy =aR
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Dal punto di vistadinamico ci possiamo ora chiedere quali siano le
forzein gioco nel moto di puro rotolamentao. Oltre alaforzadi
interazione gravitazionale e alareazione vincolare N, ¢’ e bisogno di
una forza che permetta al corpo rigido di entrarein rotazione g
nel contempo, di mantenere fermo il punto di contatto con il sudo
P, istante per istante. Questaforza e laforza di attrito statico.

Dal punto di vista energetico il sistema risulta conservativo, dato che
laforza di attrito statico non compie mai lavor o non essendo

associata ad uno spostamento.
Esaminiamo orail moto di puro rotolamento di un corpo a sezione

circolare lungo un piano inclinato di un angolo g.
Analizziamo il problemaprima dal punto di vista energetico e poi dal
punto di vista dinamico.
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Siam il coefficiente di attrito statico
M trail piano eil corporigido e
supponiamo che il corpo siafermo
quando iniziail moto e s trovi ad
h un’ altezza h dal suolo. Siainoltre |’
q il momento d’inerzia del corpo
rispetto ad un asse passante per il
CM e” a foglio.
All'istantet = 0 sil corpo viene lasciato libero di muovers e scende
lungo il piano inclinato con velocita angolarew ; il moto e fin dall’inizio
di puro rotolamento.

1 1 .
Mah==MvZ, +=1w?
g 5 Vem TS

Fisica Generale | A.A. 2004/05 17



Ricordando la condizione di puro rotolamento, v,, =WR, S ha

2
Mgh=2 M, =+71' Y3t
2 2 R® Ricordiamo oracheil rapporto tra

ge 0 I’ ed R e proporzionale ad M, il
2 _ ¢ 1 - coefficiente di proporzionalitaa
Véu = 2Mgh — ) .
v dipendendo dalla geometria del corpo
& Rp

| =MR? anello Vew =4/0h

1, 4

| =—MR cilindro Ve =./—0h
> cM 39

I':gMR2 sferacava Vg, :wfggh
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| risultati cosi ottenuti vanno confrontati con quelli ricavati nel caso in
cui il corpo rigido scende senza rotolare dalla stessa altezza lungo un
piano liscio con lo stesso angolo di inclinazione g, sappiamo gia che
otteniamo per ogni cor po lo stesso risultato, v, = C2gh.
Ladifferenzatrale velocita ottenute nei due casi (entrambi conservativi
dal punto di vista energetico e con lamedesima E, iniziale) e dovuta

al fatto che, nel caso del puro rotolamento, il corpo deve impiegare
parte della sua energia potenziale gravitazionale per entrarein
rotazione, cio a discapito della traslazione. Come conseguenza, nel caso
del puro rotolamento, abbiamo velocita finali del CM piu piccole.
Esaminiamo orail problemadal punto di vista dinamico. Scriviamo le
due equazioni cardinali della dinamica per il corpo rigido (rotazione
attorno ad un asse principale d'inerzia senza punto fisso in un
sistema inerziale) t_’(laxt s
19 = -

T I:ext = MaCM
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{Rf; =1a

| = o
Mg+ f + N = Ma,
acy =aR

}.f :IIaCM

| > R?

i MgsnJ - f, =Mag,
:::N- Mg cosJ =0

1

20



Infine

fs | fs 0
acv =9gsnd - M e fs —Eggst M;;
0_ o
fgl MF@ Rzgan e f,= R2gst
. MR .
Aoy =99NnJ — costantd® motouniformemateaccel eratc
| +MR
Per i vari corpi
1 : 1 .
fq =§Mgst anello A =§gst
1 : . 2 .
fsnggst cilindro acy :ggst
2 : 3 .
fq :gMg sind sferacava Ao —ggan
M =mMgcos) drisciamento  agy =gsind
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In conclusione bisogna sottolineare che laforza di attrito statico
necessaria per il puro rotolamento non € necessariamente la
massima forza di attrito statico.

Inoltre la sua direzione non e scontata, infatti f, puo avere verso
concorde con il moto nel caso in cui ci siano altre forze agenti sul corpo
parallelamente al piano inclinato.
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