Lavoro ed energia
Le relazioni ricavate dalla cinematica e dalla dinamica ci permettono di
descrivere il moto di un oggetto puntiforme gquando conosciamo le
variabili cinematiche e le forze applicate all’ oggetto in funzione del
tempo. Spesso non abbiamo tutte queste informazioni.
C’ e quindi lanecessita di trovare del metodi alternativi per studiareil
moto dell’ oggetto. Introduciamo due concetti nuovi: energia cinetica e
lavoro. L’ energia cinetica K viene cosi definita

=L e
2

L’ energia cinetica dipende dallamassa m e dalla velocita v dell’ oggetto,
quindi e un parametro definito senza aver bisogno di conoscere le
interazioni che coinvolgono I’ oggetto ovvero e un parametro che non
dipende dall’ambiente ester no.

L unitadi misuradell’ energia cinetica e il Joule (J)

Joule=J =kg>T > °
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L’ equazione dimensionale per |’ energia e

[K]=[mM]LP[r]?

L’ energia cinetica € una quantita scalar e che assume sempre valore
positivo o al pit nullo, in quanto dipende da V?.
Abbiamo bisogno ora di trovare un parametro che sia analogo all’energia
cinetica, pero dipenda dal mondo esterno, cioé contenga |’ interazione.
Innanzitutto ricordiamo che |’ effetto dell’ interazione con | ambiente
esterno provoca una variazione nel moto dell’ oggetto, in particdare ne
cambialavelocita® cambia pure K.
L’interazione varia l’energia cinetica di un cor po.
L’ interazione trasferisce energia da un corpo ad un altro.
Chiamiamo questo trasferimento di energialavoro L.
Quando al corpo viene ceduta energia s halavoro positivo (il corpo
aumenta la sua energia), quando e il corpo a cedere energiasi halavoro
negativo (I’ energia del corpo diminuisce).
Non é un flusso di qualche sostanza !'!!!
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Cerchiamo di dare una formulazione matematica a lavoro
B _
L= F-ds

Il lavoro € una gquantita scalar e ottenuta integrando il prodotto scalare
trala forza F agente sul corpo eil suo spostamento ds. Per conoscere
il lavoro fatto da unaforza, dobbiamo sapere come questa forza varia
lungo il percorso seguito dall’ oggetto, ovvero dobbiamo conoscere la
funzione F(s). A volte abbiamo a che fare con for ze costanti, alora
possiamo riscrivere il lavoro nel modo seguente

L:c‘flf-dg =F - Df seF écostante

Dalla definizione di lavoro come prodotto scalare tra forza e spostamento
ricaviamo chese F ds, allora L = 0; e questo il caso di ogni forza
centripetain cui lo spostamento infinitessmo € sempre” alla

forza, pertanto possiamo affermare che una forza centripeta non
compie mai lavoro e quindi, come vedremo, non puo modificare

I”energia del corpo su cui agisce.
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Se disegnamo il grafico di F(x), vediamo cheil lavor o corrisponde
all’area sottesa dalla curva F(x) trai punti di coordinata x ed X,.

Fx) Fix)y

1
0 X Xg ’ o X Xy

Sviluppando il prodotto scalare otteniamo che, nel caso di unaforza
costante sl ha

L = FDscosq
dove g € I’angolo trala direzione di F e quelladi Ds. Quindi unaforza
produce un lavoro tanto piu el evato quanto piu parallela allo spostamento
e lasuarettadi applicazione. Il lavoro puo essere positivo (quando
cosg > 0) con aumento di energia o negativo (quando cosqg < 0) con
diminuzione dell’ energia del corpo. Vediamo ora se possiamo trovare
unarelazionetra energia cinetica e lavoro.
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F.dS=ma- ds=mards= mi—\t/ds: m%dv: mvdv

b L:(‘przlf- d§:é/2mvdv:%mv§- %mvl2
1 1

I nfine otteniamo
L=K, - K =DK (1)

Larelazione (1) ci dail collegamento cercato tra lavoro ed energia e ci
dice che un lavoro st manifesta sempre come variazione di energia
cinetica di un corpo.

Larelazione (1) € nota come teorema dell’energia cinetica ed e una
relazione sempre valida, qualunque sia la forza che compie il lavoro.
Essa, inoltre, ci fornisce un ulteriore collegamento tra il punto di vista
del corpo e quello dell’ ambiente esterno.

Passiamo ora ad analizzare il lavoro svolto da alcune forze particolari.
L’ unita di misura del lavoro e il N-m oppure il Joule (J).
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L avoro svolto dalla forza gravitazionale
Consideriamo un corpo su cui agisce lasolaforzadi gravitaF; e
calcoliamo il lavoro compiuto da F, quando il corpo sale dalla quota y,
alaquotay, e quando scende day, ad y,.
Ricordiamo che F e unaforza di modulo costante semprerivolta
verso il basso. Scegliamo come riferimento |’ asse delle y orientato come
il moto. W

L=’ Fy dy=Fy- §’dy=mg- (" dy =- maDy

Lz—QZF dy="Fy- dey mg - dey mgDy

Notiamo che in modulo i due lavori sono uguali, il lavoro nellafase di
salita e negativo dato che forza e spostamento sono vettori antiparalleli,
mentre il lavoro in discesa e positivo in quanto forza e spostamento sono
vettori paralleli. Se avessimo saputo le velocitainiziale e firale del

corpo avremmo potuto calcolare il lavoro fatto a partire dalla variazione
dell’ energia cinetica. Avremmo cosi ottenuto:
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L,=K,- K,=DK eL, =K,- K, =-DK

Vediamo cosi chei due lavori sono opposti e che la velocita con cui il
Cor po passa per Y, sia che stia salendo sia che stia cadendo e sempre la
stessa in modulo (ladirezione varia), quindi a punti del moto che si
trovano alla stessa quota compete sempre |la stessa energia cinetica (nel
caso qui considerato).

Notiamo inoltre cheessendo L, = -L ,, il lavoro totale fatto da F, per
spostare il corpo day; fino ad y, e riportarlo ad y,, € nullo, ovvero, dal
punto di vista energetico, per il corpo non e variato nulla duranteil

tragitto y;-y,-y;.
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Forza elastica e lavor o della forza elastica

x = {) ~— Bloceco
f= 0 - issnto
Wm— :llln. I':Ill:l”il M OI I a a rl pog)
7 x
i}
S R B
f—o—o—c—m%m Molla allungata

LS —

0
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v negativa
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|-fﬁn’mﬁ-

La mollareagisce alle deformazioni con unaforzadi tipo elastico, detta
forza di richiamo espressa dalla legge di Hooke

F =-kd

con d = spostamento e k = costante elastica misurata in Nnt
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Laforza elastica F, € una forza che dipende dalla posizione. Calcoliamo
orail lavoro fatto dalla molla per spostare il blocco di massam dalla
posizione X, alla posizione x, e viceversa. Trascuriamo gli attriti e

prendiamo come asse di riferimento I’ asse orizzontale x orientato da sx

adx. L, = Qﬁ . dR = Q kxdx = - %kxg + %kxf

1 1
L, = - Ekxl2 +§kX22 eL, =-L,

Abbiamo quindi che se il blocco di massa m si avvicina alla posizione
di riposo x = 0, allorail lavoro fatto dalla F, € positivo, viceversa seil
blocco s allontana dalla posizione di riposo dellamollail lavor o fatto
dallaF,, e negativo. SelaF, facompiere al corpo di massa m uno
spostamento globalmente nullo, il lavor o e nullo. Se applichiamo il
teorema dell’ energia cinetica otteniamo

1 1 1 , 1 )

—kx2- —kx2==—mv 2- —nmnv
2 Y 2 77?7 2 22 !

Per il percorso completo X;-X,-X; sl havy; = vy, quindi il corpo quando
passa per X, ha sempre la stessa velocita (in modulo).
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Lavoro della forza di attrito

Consideriamo un corpo di massam che striscia su di un piano, tra corpo
e piano c'e attrito con eil coefficiente di attrito dinamico vale m).
Calcoliamo il lavoro fatto dalla forza di attritolungo il percorso
da x, ax, edax,ax, (I'asse delle x e orientata concordemente al moto).

= m
P I
Xq X, X

Ricordiamo che laforza di attrito si oppone sempre a moto.
L, :Q)(z'f' dx = - C\izijdX =-mmg(x, - x) =

= - mymgd
|_21:6:|f. di:'élnhNdXz'nh”‘g(Xl' X,) =
= - mymgd

Troviamo cosi cheil lavoro L, euguale al lavoro L, € in un percorso
chiuso, I’ effetto della forza di attrito sul corpo di massa m

ener geticamente non e nullo.
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Potenza
A volte e utile sapere con che rapidita puo essere fornito un dao lavoro.

Questa quantita prende il nome di potenza P istantanea
_d
at

Mentre la potenza media e 3

P=—
Dt

L’ unita di misuradella potenzanel S.l. eil watt
W= Jsi=kg:nv -s3

mentre |’ equazione dimensionale &
[PI=[M][L]AT]?®

Inoltre

_dL_F.dS _Fcosqgds

dt dt dt

P =Fcosqu=F -V
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Energia potenziale
Riconsideriamo il lavoro fatto dalla forza di interazione gravitazionale e
quello dellaforza elastica

L, =magy, - may
Ly = lkxi2 - ikxi
2 2
In entrambi i casi il lavoro dipende solo dalla posizione inizide e da

quellafinale, ovvero L, = f(y,)- f(yf)

Ly = f(x)- f(Xf)
Possiamo quindi definire una funzione U(x)
L, =-BU(y) =U(y;)- U(y;)
L, =-DU(X) =U(x)- U(x;)

Lafunzione U(x) prende il nome di energia potenziale gravitazionale
0 elastica.
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L’ energia potenziale ci dice quanta energia puo sviluppare il sistema
gualora venga spostato dalla posizione in cui s trova. Il fatto che U(x)
dipenda unicamente dalla posizione in cui s trova la particella ci
permette di affermare che qualungue variazione DU(X) e indipendente
dal percorso seguito dalla particella, purché congiunga senpre i
medesimi punti iniziale (x;) efinale (x;).

| l{? 1 alb

L2

(a) (b)
Il percorso 1 eil percorso 2 s equivalgono dal punto di vista del lavoro
e dell’ energia potenziale, non siamo in grado di distinguerli sula base
delle sole informazioni energetiche. Cerchiamo di capire meglioil
significato di questa nuova funzione U(X).

L :(\5 F-ds=-DU :'(Uf 'Ui)

2
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Vediamo che la funzione U(x) non ha significato quando e valutatain un
punto preciso, cid che ha significato fisico e la differenza DU(x),
pertanto |’ energia potenziale € sempre definita a meno di una costante
arbitraria. Lasceltadi detta costante € fatta di volta in volta cercando
sempre la soluzione pit conveniente.

s,

SRR
s

=

=-98J

IIIIIIIE!IIH-HI;IIIIIHI

O -3

|
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Non sempre € possibile associare ad un lavoro una variazione di energia
potenziale, ci sono infatti interazioni che comportano un lavoro che
dipende dal percorso scelto (ad es. laforza di attrito). Abbiamo visto
chein questi casi il lavoro su un percorso chiuso € diverso dazero. Di
conseguenza abbiamo due tipi di forze

Forze conservative

v" il lavoro su un percorso chiuso é nullo e F.d§=0
v" s definisce U(X)/ L = -DU(X)

Forze non conservative -

v il lavoro su un percorso chiusononénullo gF - ds* O

v" non s definisce U(X)
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Quindi abbiamo visto che un corpo puo posseder e duetipi di energia,
cinetica e potenziale. La prima e una proprieta del corpo e per definirla
non dobbiamo specificare le interazioni a cui e soggetto il corpo.

Per definire I’ ener gia potenziale invece, dobbiamo conoscere le
interazioni a cui € soggetto il corpo, quindi I’ energia potenzide é
un’energia di interazione. Vediamo ora se possiamo mettere in
relazione i due tipi di energia. L =DK el =-DU

DK = - DU
Ki-Ki=U;-U;
Ki+tU; =K;+U;
Possiamo allora definire una nuova funzione, che chiamiamo energia
meccanica E_, e che, nei casi considerati, Si mantiene costante.
E, =E. . En=K+U (1)
Larelazione (1) esprimeil principio di conservazione dell’ energia

meccanica.
A.A. 2004/05 Fisica Generale | 16



n=-=u

! h
iy - L}
M U o, ST \‘-.__
LK — " -~— LK
(f = | id)
L !
il
A.A. 2004/05 Fisica Generale |

17



Ci chiediamo ora se il principio di conservazione dell’ energia meccanica
sia sempre valido. Consideriamo il caso dellaforza di attrito. Avevamo
trovato che il lavoro fatto dallaforza di attrito su di un percorso chiuso
non e nullo, quindi il lavoro totale dipende dal percorso seguito e non
solo dalla posizione iniziale e da quellafinale. Non possiamo pertanto,
In questo caso, parlare di energia potenziale

Supponiamo di esaminare una particella che risente di piu interazioni
alcune conservative ed altre non conservative, possiamo scrivere

L=DK,L=L_+L_ L =-DU
Ln.c. =DK+w :DEm

Quindi il lavoro fatto dalle for ze non conser vative provoca una
diminuzione dell’ ener gia meccanica della particella
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Curveddl’energia potenziale
Dalla definizione di lavoro, per forze conservative, ricaviamo che
dL =-dU edL =F-df P -dU =F - dr
Proiettando sugli assi cartesiani otteniamo
FX:-M;Fy:-M;FZ:-E
X Ty P4
che in forma compatta si scrive
F =- gradU =- NU

gradu W, W T+ﬂu k

fix 1z
|| gradiente ci indica il verso di diminuzione di U
LaforzaF e” alasuperficie su cui U € costante.
Le superfici caratterizzate da U = costante si dicono superfici
equipotenziali.
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Consideriamo ora una forza che sia funzione della sola variabile x,
possiamo rappresentare U, K ed E_ con i seguenti grafici

U (1), Epec (D

Lix)
6 Punto d’inversione Eec=501]
5
ab K=50Jax, I_\
3 / K=10Jax>xs
2 -
1k
B Xy e X Tox X
@)
F (N)
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Condizioni di equilibrio

U, Epee )

X > X; equilibrio indifferente
X = X5 equilibrio instabile

6 X = X, equilibrio stabile
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